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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы. Спектралы1ая геометрия - область математики, которая 
исс;~едует 1:1за~1:..юс1:1яз11 между гео~1етрнческими структурами на ~1ногообразиях 
и спсктраш1 канош1<1ески 011ределе1шьLх дифферснц11а.:1ьных операторов. С11ск­
тра.1ы1ая геометрия является сравнительно молодой и быстро развивающейся 
матсматнческой д11сщшлшюй, 11.шогпе за,да•1и которой мот11в11рованы вопросами, 
возникающими в акустике, квантовой механике и других областях физики. Да.1('<! 
будет рассматрнваться случай оператора Лапласа-Бельтрами (.1ап;шс11а11а). 
Определение 1. Пусть (Jfn,g) - риманово n-мерное многообразне к:1асса сх с 
метрическим тензором g. Тогда ДЛЯ функции f Е С2(М") МОЖНО ВЫЧИСЛl!ТЬ ла­
пласиан д,J в точке х Е Л1 следующим образом: выбрать произвольны:..1 образом 
11ары1етризованные длнной ,цуги геодезические "Yj(t), -Е: < t < Е:, j = 1, ... , n, с 
начi!.Лом в точке х 11 с взаимно ортогона.11ьнымн касательньшп векторами -у~(О). 
Тогда 
" Jl Лхf = L dtZ (J(/'j (t))) (О). (1) 
j=l 
Под спектром лапласиана понимается :..шожество его собственных значений с уче­
том их кратности, т.е. раз~1ерносте/1 пространств соответствующих собственных 
функций. 
Лапласиан естественным образом обобщается на случай комплекснозначпых 
функций таюш образом, что его спектр в ко.\шлексном и вещественном сду<1а­
ях совпадают. В данно/1 работе проводится подробное исс:1едовашю структуры 
пространств собственных функций в обоих случаях. 
Из функционального анализа для ко:..шактного риманова многообразия М с 
t.1етрическиt.1 тензором g известны общне свойства спектра лапласиана, пз кото­
рых следует, что его можно представнть как невозрастающую счетную дискрет­
ную последовательность неположительных чисел, каждое из которых повторяется 
коне<1ное <111с:ю раз, соответствующее кратности числа. Более того, каждая соб­
ственная функция ланласнана бесконечно дифференцируема (вещественно ана­
лнтпчна, если многообразие является вещественно аналитическим), и существу­
ет ортонор:..шрованны!i базис пространства L2(Af, µ9 ), состоящи!! из собственных 
функций лапласиана, где µ9 - мера на 1\1, индуцированная тензо1ю:..1 g. L2(M. µ9 ) 
- пространство 11змеримых функций, квадраты ·которых интегрнруемы, относи­
тельно меры 119 . Разложение функции f Е L2(M,µ 9 ) по этому базису называется 
разложением в рхд Фуръе. 
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В качестве примера спектра, прнведем спектр лапласиана группы Лн Spin(5) 
с биинвариантной метрикой g, индуцированной формой Килл1111га, взятой с об­
ратны:v1 знако:v1, вычисленный на основе алгоритма, полученного в диссертаци. 
Как сказано выше, спектр лапласиана задается собственными чнс.1ами ,\ н нх 
кратностями и(..\), которые, в случае группы Ли Spin(5), имеют следующий вид: 
Стоит отметить. что хотя спектр определяется алгорнт:vшчески, 11 посчитать его 
в ограничсшюм диапазоне не представляет труда, но вот ответить на такой есте­
ственный вопрос:" Принадлежит .1н заданное •шсло ,\ :vшожеству Spcc (Spin(5), g), 
т.с. существуют .1и такне натура.!Iьные числа v 1 11 v2, для которых верно равенство 
..\(v1, v2 ) = ,\ ? " уже не так-то просто. В данной работе с помощью применения 
теории бинарных квадратичных форм с цсльши коэффициентами 11 теории чн­
сел. используя раэложснне числа на простые множители. удалось отвстнть этот 
вопрос а также установнть чис.10 слагаемых в сумме, приведенной выше. 
Болыпинство исследований в спектральной геометрии затрагивают один из 
двух се основных вопросов, которые могут быть сформу.1ированы следующпм 
обраэом: 
1) Что можно скаэать о спектре оператора Лапласа, исходя нз геомстрическах 
характеристнк многообраэия? 
2) Что :vюжно сказать о геометрии многообразия, псходя из спектра его опера­
тора Лапласа? 
Задачи, относящиеся к первому вопросу, называются прямыми, ко второму во­
просу - обратными. 
Из инвариантности оператора Лапласа относительно изо~1стрий следует сов­
падение спектров операторов .1апласа изомстрпчных римановых :vшогообразий. 
Таким образом, спектр .1апласиана является изометричным инвариантом. Один 
из самых ранних результатов, относящийся к решению обратной задачи, принад­
лежит Г. Вейлю, который в 1911 использовал теорию интегральных уравненнй, 
разработанную Д. Гильбертом. чтобы показать, что объем ограниченной области 
в евклидовом пространстве может быть опрс,1елсн по асимптотическому пове­
дению собственных значений краевой задачи Дирихле для о ератора Лапласа. 
Этот частный результат показывает, что спектр лапласиана содержит в себе пн­
фор:мацию о некоторых изометрических инвариантах многообразия, па котором 
он задан. В работе [9] доказано, •1то по спектру лапласпана связного ко:vшактного 
рш1а11ова многообразия :можно определить размерность, объем, а также некото­
рые другие изометрические инварнанты этого :многообразия. Воз1111кает вопрос: 
определяет л11 спектр ;1апласиана ;\tноrообразие, на котором 011 задан, с точностыо 
до изометрии, следовательно всегда JIII обратная задача имеет 1юлное решение? В 
известной лекции М. Каца [16] этот вопрос образно сформулирован так: "~Ложно 
ли услышать фор:v1у барабана?". В общем случае ответ на этот вопрос отрица­
тельный. Первый пример пзоспектральных, но не изомстричньL\: многообразнй 
найден Дж. Милпором для размерпостп 16 в работе [18]. В да.11ьнейше~1 были 
найдены целые семейства изоспектральных, но не изометричных многообразий. 
Отсюда, в •1астност11, возникает следующнй вопрос: ,ц"1я каких семейств ;-.1етрик 11з 
изоспектра.1ьности будет следовать и"х 11зш1етричность? Риманова метрнка g на 
компактнш1 многообраз1ш без края называется локально слышимой, еслп для до­
статочно близких к ней ;\!етрик g' справед"1иво утверждение: изоспектра.1ыюсть 
~1етрнк g 11 g' влечет их изометричность. В работе В.А.Шарн.футд11нова [SJ до­
казана локальная слышимость метрпки постоянной отрнцательной секцпошюn 
крпвпзны. 
Как показано выше, спектр оператора Лап.1аса является одной из важнейших 
геометрических характер11ст11к :многообразня. Его прямое вычисление в общем 
случае является крайне затрудннтелыюй задачей, за исключсю1ем некоторых ред­
ких случаев. Одниы из таких случаев, для которых задача в некотором смыс"1е 
разрешима, как показывает данная диссертация, является класс однородных нор­
ыальных римановых ~шогообразнй. 
В [10] спектр лап"1асиана вы•шслен в случае плоских торов, а в [15] в слу­
чае сфер со стандартной метрикой 11 комнлексных проективных пространств с 
метрикой Фубин11-Штуд11. В [6] д;1я компактного плоского 3-многообразия была 
определена и выч11с:1сна функцня следа, которая задает спектр "1апласнана рас­
сматриваемого многообразия. Работы [12] и [13] были указаны Ю.Г.Никоноровым 
после полу•1ения основных результатов данноr1 диссертации. В работе [12] Бир­
са 11 М11лмана высказаны 11де11, основанные на теор1111 пре,цставленнй, о сведсюш 
зада•ш поиска спектра лапласиана компактной полупростой группы Ли с бшш­
вариантной (т.е. инвариантной относительно левых и правых сдвигов) римановой 
метрикоr1 к а.1гебраической задаче, решенне которой известно лишь в общих чер­
тах. В работе [13] Феган развнл эту ндею в односвязном слу•1ае, получив алгорнтм 
поиска спектра лап"1асиана, сформулированный на языке теории представлений 
и требующий еще некоторо11 доработки для непосредственных вычислений. 
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Обзор результатов, полученных в спектралыюi! геометр1111. можно найти в ра­
ботах [11], [14], /19]. Приведем последов~:tтелыю ос1ю1З11ые лостижения данпой дис­
сертационной рitботы вместе с необход1111.1ы11.ш понятиями в сравнени11 с результа­
тамн, получевныl\IИ ранее. 
О,1н1111.1 11з к.1ючевых понятнй в исс.1едовании спектра .1аплас11апа риманова 
многообразия является риманова субмерсия. Пусть ( Р, gp) и ( ,\1, 9.lf) - римановы 
С"°-~шогообразия, тогда риманово1'i cyбмepcueil с базоi! (Р gp) 11 тотальныl\I про­
странством (М,gм) называется С""-сюръекцня р: (M.gu) 4 (P,gp), д:~я кото­
рой в каждой точке х Е М ограничение дифференциала dp(x) на ортогональ­
ное дополвенпе ker(dp(x))_j_ С (ТхМ,gм(х)) ядра ker(dp(x)) является лпнейноn 
изо11.1етрией евклидовых пространств. При этом IЗсякий прообраз р- 1 (у). у Е Р, 
является С""-подl\lногообразие~1 в 1'! и называется слое.ц субмерсш.1 р. Частным 
случаем риманоIЗой субмерсип (с д11скретны11.111 с.1оя11.ш) яв.1яется :~ока.льна 11зо~1ет­
р11чное накрывающее отображение римановых многообразий. Другим частным 
случаем р1111.1ановой субмерсии (с вполне геодезическими слоями) яв.1яется про­
екц11я пря~юго мстр11ческого про11зведенпя рнмановых многообразиi! нit од11н нз 
сомножителей. Напо11.1ним, что подмногообразие N риманова мпогообразпя (Лf, g) 
называется вполне геодезичсск?Lм, ес,1и каждая геодезическая г(t), -Е: < t < с, 
~IНогообрюия (,Н, g) с началом хо := г(О) Е N, касающаяся многообразия N в 
TO'IKe х0 , целиком содсржптся в N. Первым результатом нашего псслсдования 
в компактном с.1учае является следУющее утвержденпе: спектр базы римановоn 
еу611.1срси11 с вполне геодезическими слоя11.1и является подмножеством спектра то­
тального пространства. 
Исслеловапие спектра лапласиана одпородпого риманова ююгообразня посред­
ством р11мановой субl\lерсии в определенном смысле сводится к случаю групп Ли. 
Напомним, что риманово ~шогообразие (Л!, µ) называется однороднъt..Лt. если его 
группа 11зо11.1етр11й деnствует на нем транзптпвно. Известно, что всякое одпоро;.щое 
р1111.1аново щюгообразне пзометрнчпо фактор-пространству С/ Н левых смежных 
к.1ассов gH, g Е G, некоторой связпо!r группы Ли С по ее компактной полгруп­
пс Н с ~1етричсским тензором µ, инвариантным относнтсльно всех отображсниn 
a(g) : G/H 4 G/H, g Е G, определенных форыулой a(.q)(xH) = (.gx)H. При 
этом на группе Ли С существует такой метрический тензор v. инвариантный от­
носите.1ьно всех левых сдвигов l(g) : С 4 G, g Е G. определенных формулой 
l(g)(g') = gg', 11 правых сдвнгов r(h) : С 4 G, h Е Н, определенных формулой 
r(li)(.g) = glt, что каноническая проекцпя р: (G,v) 4 (G/H,µ) является рнма­
ново!t субмерспей. Если тензор // яв.1яется бишшарнантным, т.е. инварпантным 
относительно действия всех .1евых и правых сдвигов группы Ли G, то (С/ Н, µ)на­
зывается нор.лtалънЪ1..Лt ощюродпым рнмановьш 11.1ногообраз11е~1. Сле,:~,ующиn важ-
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ныn результат данной работы формулнруется так: р 1шеет вполне геодезнческне 
слои, и как следствие' первого результата, Spec (С/ Н) с Spec (G). 
От~1ет11м, что оба прнведенных результатов были доказаны ранее в 110], но в 
данноn работе дано их новое простое доказательство. 
С помощью этих результатов исследование спектра лапла.спана па одноµодных 
нормальных рнмановых многообразий в некотором с~1ысле свод1пся к случаю 
прююго ~1етрического произведения компактных односвязных простых гру1ш Ли 
С 11 тора с би11нвар11антньши римановыми метриками. Да.лее с помощью мето;~ов 
теории представлений уда.лось сначала доказать, что спектр лапласиана связной 
компактной группы Ли С с б1111нвариантной ~ютрикой /1 может быть 1юлу'1ен пз 
ра.ссмотреппя всех неприводимых комнлексньLх представленнn, а затем в случае 
просто!\ группы Лп С вывести формулы для вычисления собственного значения, 
отвечающего рассматр11ваемо:v1у представлению, 11 кратности собственного чнс­
ла через старшие ВС'са представлений. Заметны, что результаты нз предыдущего 
предложения в полупростом случае ранее уже бы;ш нuлучены в неско.1ько 1шых 
обозначениях в статье [13], но есть следующие важные раз.1ичия между ними: 
во-первых, первое утверждение в 113] было доказано только в случае полунро­
стых групп Ли, а во-вторых, нри его доказате.1ьстве автор нспользует такие об­
щпе результаты теоршт представлеппй, как например, теорема Петеµа-Вей.1я, а в 
да.нноi1 работе использовались лишь базовые понятия теории нредставлений. Как 
следствне указанных выше утверждений, выводится алгоритм нош:ка снсктра ла­
пласиана ко:~.шактной односвязноn нростой гру1111ы Ли С с метрикой 11, а также 
его обобщение на неодносвязный случай. Стоит отметить, что непосредственное 
ВЫ'1Ислен11е снектра .1аплас11ана с помощью по:1у<1енного а.1гор11тма требует .1ишь 
знания соотношениn между корнямн групны и фундамента.11ьным11 весюш, двой­
ственных к ним объектов, относителыю скалярного нроизведения, 1шдуц11рова11-
ного минус формой Киллннга. Эти соотношеш1я нолностью представлены в виде 
справочной информац1111, напр11:v1ер, в книге [Зj. Также в данной ра.Gоте получен 
алгоритм ноиска спектра лапласнана прямого метрического 11ро11зведс11ия связ­
ных компактных групп Ли с биинвариа.нтными метрика.ми, аналогов котоµого 
пока не наilдено. 
Автор выражает б:1агодарность свое:~.1у научному руководите.1ю, д.ф.-м.н" про­
фессору Валерию Николаевичу Берестовскому за помощь и поддержку в течение 
всей работы над диссертацией. 
Цель работы. Исс.1сдование 11 разработка алгоритма ноиска спектра операто­
ра Лапласа на однородных 1юр~1альных римановых многообразпях; вы<шс.1сн11с 
спектра лапласиана связных компактных пµостых групп Ли ранга один и два с 
биинва.р11антным11 р1шановьш11 метрнкюш. 
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Методы исследования. В ка•1естве ~fетодов исследования 11спользова:шсь мето­
;1,ы дифферспцпалыюй геометрии, теории групп Ли. теории представлений групп 
11 Rлгсбр Л11, 1\ тl\кжс элеА1енты тсорип бинарных квадратичных форм с целы~ш 
коэфф11цпе11тюш (11 11атураJ!ЬНЫМll Rpгy~ICIITl\MИ) 11 теор1111 ЧIIССЛ. 
Научная новизна работы. Все полученные в диссертации резул~,таты являются 
1ювым11 11 перс•шс:1сны в порядке появ.1епия их в работе. 
1. Получено новое докаэательство тсоре~1ы о включении спектра базы рима­
повой субмерсшr с вrюлне геодезическпмн с.1оям11 в спектр тота.лыюго про­
странства. и как следствие, переход от исследования спектра .1апласиана од­
нородных норма.1ьных рнмановых л-rногообра:шй к 11сследован11ю спектра .1а­
пласиа.11а прямого метрпчсского про11звсдсн11я тора 11 конечного числа связ­
ных компактных односвязных простых групп .}lп с бишrвариантпыми р11ма-
1ювым11 мстр11кам11. 
2. Разработан а.1горитм понска спектра лапласиана ;1,ля с.1учая связной ком­
пактной односвязной простой группы Ли с биишзариантной римановой мет­
рикой. 
3. Разработан обобщенный алгоритм поиска спектра оператора Лап.1аса для 
с.1уча.я связной компактной простой группы Ли с б11инвариа.нтной римановой 
~1стр11кой. 
4. Рюработан а.1гор11тм по11ска спектра оператора Лапласа на прямом метрн­
чсском про11звсдснии связных компактных простых групп Лп с бппнвариант­
ныл-111 р1шаrювым11 метриками. 
5. Произведены вычис.1сния спектров операторов Лап.1аса на связных компакт­
ных простых группах Лп ранга один 11 два. В случае групп Лн ранга два уста­
пов.1е1ш связь полученных фор~1ул, задающих спектр оператора Лап.1аса. с 
теорией чисел и цело•rиелснными б11на.рны~1и квадратичньш11 формам11. 
Теоретическая и практическая ценность. Работа ~шест теоретический ха­
рактер. Результаты могут быть использованы в иссле,r~,ованиях за,r~,ач спектраль­
ной гсо~rстрии на 11орма.1ьных однородных римановых многообразиях, в частпо­
r.п1, для поиска первого ненулевого собственного чис:ш лап.1ас11ана и:ш нсего его 
снсктра. 
Апробация работы. Результаты диссертации док.1адывались на ~rежл.vпарод­
ных конференциях "Современные проблемы ана.111за и геометрии" (Новосибирск, 
2009), "Стохастические модели в бrюлогии и предельные алгебры" (Ож:к, 2010) 11 
"Petrov 2010 Anni\·ersary Symposiнш оп General Relativity and Gravitation" (Казань, 
8 
2010), на международном геометрпческом семинаре в рамках школы-конференции 
"Лобачевские чтеш~я-2009" (Казань, 2009), на школе-семинаре "Ло~юноrовrкие 
чтення на Алтае" (Барнау.1, 2010), на семинаре от,це.1а анализа н геометрии в 
Институте математнкн СО РАН нм. С.Л. Соболева нод руководством академика 
РАН Ю.Г.Решетняка (Новосибирск, 2010). 
Публикации. Результаты диссертации опубликованы в работах [20] - [26]. 
Структура и объем работы. Диссертация изложена на 81 странице, coдep­
)IUJT введеш1е, г;1аву с нредварптельными сведеннямн, две главы с 1юлучен11ы~ш 
результата~и и список литературы. Главы разбиты на параграфы, список .111те­
ратуры содержит 45 на11менован11й. 
КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
Во введении обосновывается актуальность темы диссертации, прнводнтся по­
становка задач, расс:матриваемых в работе, дается краткое изложение содержа11ш1 
диссертации. 
Первая глава содерж11т необходимые предварительные сведения 11 разбита 
на три параграфа. Первый параграф содержит неско.1ько вариантов определе­
н11я оператора Лапласа на р11мановых многообразий и его основные смоllства. IЗо 
втором параграфе формулируются основные опреде.1ения и результаты 11з тео­
рнн конечlю~1ерных юшеi'шых представленнi'! групп 11 алгебр Л11, нснользующ11е­
ся в исследовании. Третий параграф содержит все необходимые сведения о клас­
сических решениях задачи представ.1ен11я натуральных чисел значеннюш 110.10-
ж11телыю определенных бинарных целых квадрат11чных форм на це;ю•шсленных 
двумерных векторах. 
IЗо второй главе изучается спектр оператора Лапласа на гладких вещестмсн­
ных 11 комплекснозначных функциях, определенных на компактных однородных 
нормальных римановых многообразпях. Глава состонт из се:мн параграфом. 
В параграфе 2.1 исследуется взаимосвязь спектром двух римановых многообра­
з11й, связанных р11мановой субмерсией (011ределен11е см. выше). Гланным резуль­
татом этого параграфа является с:1сдующая теорема: 
Теорема 2.1. Пусть р: (Af",gм) --"* (P"',gp) - ри.мтюва субмерсuх с вполне 
геодези-ческими сло.11мu и f : (Р, gp) --"* ~ - собствен.н.U.11 фун.кv,wt лапласиа­
н.а Лр, отве-чающа.1! собственному зн.а-чен.ию Л. Тогда J о р : (Л1, Ум) --"* IR 
- собствен.н.U.11 фун.11:1.1,и.11 лапласиан.а Л.~ 1 , отве-чающа.11 собственному зн.а·чен.ию 
Л. Как следствие, Spec(P,gp) С Spec(M,gм). При этом собствен.н.ь~е функции 
лапласиан.а Лр, отве·чающие собственному зн.а-че1шю Л, наход.11тс.11 во взаимно 
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однозначно.м. coom,;cmrтвutt с собственн'Ьl.Аш функи;и.я.лш лапласиана Лм, отве­
чающ1uш собствеююму Jначещtю Л и пистпоя1шыми на ~;;а:ж:дом слое cyбмepcutt 
р. 
На основе теоремы 2.1 по:1учен следующий результат: 
Теорема 2.4. Пусть (M,g) = (P,gp) х (N,g,v) - прямое произведе~те ко.лтакт­
ных рu.мановых СХ! -многообразий. Тогда 
spec(P,gp) +spec(N,gN) = spec(M.g). 
Как будет показано ннже в случае связноf! кош1актной группы Лн с бнннварн­
антной римановой метрикой, можно также установить соопюшепие меЖД}' крат­
ностяhш собственных значениf! прююго произведения и его сомножителей. 
В параграфе 2.2 исследуется спектр оператора Лап.ласа на однородном р1ша-
11овщ1 многообразин. Важным следствпем теоремы 2.1 является сле;~ующее утвер­
жденне: 
Теорема 2.5. Рu.манова субмерсия р : (С. v) -+ (С/ Н, µ) и.мест вполне геоде­
.31L'Чес~.:ие слои. Как следствие, Spec (С/ Н, JL) С Spec (С. v). При этом собствен­
ные (вещественно аналитические) функции лапласиана Лс;н, отве'Чающие соб­
ственному зиа'Чеиию Л, находRтся во взаи.мно однозна'Чном соответствии с соб­
ственнъ~ми (вещественно аналити'Чес~.:11..чи) функц1LЯМu лапласиана Лс, отве­
'Чающими собственному зна'Чению >. и инвариантнъ~ми относительно всех сдви­
гов т(h). h Е Н. 
Если ( Лfп, µ) - нор~~а.льное однородное риманово многообразие (определение 
см. выше), то оно нзометрично прямому 11ро11зведсншо (Ет,µ1 ) х (!11"-т,µ2 ), где 
( Ет, µ 1) - евклидово пространство, m 2': О, а ( Лfп-т, µ 2 ) - компактное норh1а.1ь­
нос однородное рю1аново шюгообразис. Поэтому в дальнейшем будет рассматрп­
ваться только случай компактного нормального однородного риманова многооб­
разия (А!,µ). Да.1ес нз теорс).о!Ы 2.5 следует, •по спектр норщu1ьного однородного 
риманова многообразия ( М, µ) ~ (С/ Н, µ) включается в спектр связно/1 ко мн акт­
ной группы Лн С с бпинвариавтной рш1аповоt! ~1етрикоt! v. Известно. что для 
всякой связной КО).о!Пактной группы .:-~и С с биинварианпюй ).о!СТрикой v существу­
ет :юкально 11зометр11чнос накрытие прямым метр11чесю1~1 про11звсден11см (Р, о) 
конечного числа связных компактных односвязных простых групп Ли с б1111нвар11-
антными рнмановьши метриками, каждая из которых определяется однозначно с 
точностью до у~111ожснпя на положительную поетоянную, и тора с плоско/1 мстр11-
коn. Вследствие того, что локально 11зомстр11ч11ос накрытие является римановоf! 
субмерсией, из теоремы 2.1 получаем вложение спектров Spec (С, v) с Spec (Р. о), 
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а следовt1:rеJ1ыю верно вложение Spec (М, µ) с Spec (Р, 6) . Такнм образо:-.1, 1·лав­
ная це.1ь исследования найти спектр лапласиана простµанства Р, т. к . СПС'ктр тоµа 
известен (см . пример 2.12 в параграфе 2.3) , то необходюю разработать а:1гор11тмы 
поиска спектра лапласиана связной компактноn односвязной простоn гру1111ы Ли 
и прямого метрического произведения связных компактных групп Ли с би1111ва­
р11а11тными римановыми метрпка.\ш . 
В параграфе 2.3 прпнедсна справочная информация из книги 121 о множсстнах 
собственных значенпn Jia11...1ac11aнa компактных римановых с11мметрпческ11х про­
странств ранга один и рассмотрены примеры рю1ановых суб:-.1ерс11й , возникаю­
ЩllХ между ним11 . Зате:11 , опираясь на результаты нз 17) и /4) , 11р1111сдсны шсктры 
11 структуры пространств собственных фу11кц11й ла11лас11анон одпомерноn 11 дьу­
мерноn сферы . В примере 2.12 параграфа 2.3 формулируются условия из (22] , 
задающие спектр плоского тора. 
В параграфе 2.4 исслсд,,уются пространства вещественных собственнЬLх функ­
цпn дапласиапа Ел на связноn компактной группе Ли (С, v) посредство!'.! есте­
ственных групп изометрий расс:v~атривае:v~ого ри~1анова многообразия (G, 1/) и 
пространств матри•1ных эле:v~ентов регулярных представ:1ениn группы Ли G на 
пространстве Ел. Рсзультатш1 11сс.1едова1111я является следующая теорема: 
Теорема 2.26. Пуст·ь С - ~.:о.нпактпная связная грутта Ли с 6'иинвариаютюй 
римановой метрикой v , с - некоторое непривоUи.мое ко.мплексное nредстаоление 
группы G размерности dr. Понимая с как некоторый гомоморфизм с : G-+ U(dr) 
групп Ли, можно утверждать, -tто все фун11,-и,ии C;j : С -+ c(g )ij ; i , j = 1, ... , lic, 
яв.п..нютпс.н линейно независи.иы.ми над С собст.веннw.ни фун~.:ция.ми оператора 
Лапласа Л на (С, v) с одним и те.м же собственным зна'Чением Лr. Линей­
ная оболо-tка Л.fс этих функций яв,LЯется прямой суммой dc неприводимых про­
странств тtредставления () : g Е G -+ O(g) групт1·ы, G (где O(g) сотtоставляет 
каждой вещественной функции f на С функцию O(g)(J) := f olg-1) , ограни'Чение 
которого на ка:ж:дое из н·их экв·ивй.11ентно с. Вы.бара.я д"LЯ некоторого предста­
вител.я с ка:ж:дого класса эквива.лентности неnриводим'Ьl.Х комплекснwх пред­
ставлений груш1ъt С некотпоръtй ортонормированнъtй отпносите.льно ста11дарт.­
ного скалярного nроизведен·ия ( ·, -} на LH С, dg) ООзuс из d/ комnлекснозна'ЧНЬIХ 
фуН7сций в Мс, 11олу-t1~м полную в L~( G, dg) ортонормированную систему (из 
собственнъtХ фуН71:ций оператора Л) . 
В данной работе сфоµмулирован аналог этой теоре:-.iы в вещественном случае. 
Главное отли•1ие вещеетвенного случ!l.Я от комплексного - в до110.1н11тсльной нсоб­
ход11мости определять т1111 каждого неприводимого прсдстав.1ения. Поэтому д.1я 
поиска спектра больше подход11т комплексный с.1учаn. Из теоремы 2.26 вытекает 
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следствпе, содержащее фор!<tулу вычисления кратности собственного значения. 
Следствие 2.27. В обозначениях теоре.мы 2.26 nолучае.лt, что кратность соб­
ственного значенtLЯ Л равна 
Е d/, (2) 
c:J.,=J. 
где с пробегает все классы э~.:вивп.11ентности неnриводи..мых комп.11ексны:r пред­
ставлений группъ1 Ли G, отвечающих собственно.лtу числу Л. 
I3 конце параграфа 2.4 дается алгебраический способ вычисления собствен­
ных значений лап.1аспана через билинейную симметрическую форму на алгебре 
.111 связноn кшшактноn группы Ли G с бшшвариавтвой мстрпкоn v, ассоципру­
емую с 11епр11во,r1;и:мым представлением группы Ли G (в случае прпсоедпневного 
11рс;1ставленпя эта форма сеть нс что иное, как форма Кил.линга k"d). На оспо­
нании этого утверждения в параграфе 2.5 д.1я связной компактноn простой груп­
пы Ли (G, v) удалось получпть следующие результаты. Во-первых, установить 
связь меж;~' кривизной Риччи группы Ли (G, v) (эйнштейнова многообразия) и 
собстнснным значением лапласиана, отнсчающсго пр11сосдинснно:v1у прс;ктавле-
1111ю. Во-вторых, получить формулу вычпсле1шя собственного значения лапласн­
апа группы Лп G п размер1юст11 соответствующего непрпво,r1;пмого представ.1ения 
через его старший вес. 
Теорема 2.34. Предположим, что биинвариантна.я риманова метрика v на 
связной компактной простой группе Ли G с алгеброй Ли g, мно.ш:ество.м поло­
::нсптелъных корней г+ и множество.м старших весов Л + ( G) определяется ска­
л.ярнь~ц произведение.ч v(e) = -kю на g. Пустъ старшему весу Л Е Л+(G) от­
вечает неприводимое комплексное л1тейное представление с: G ~ GL(d(Л), IC) 
группы Ли G с собственн~"'t значением Л(Л) лапласиана Л на (G, v). Тогда 1tме­
ют места следующие фор.мулы: 
Лс = -[(Л + /3,Л + /3) - (/3,/3)], (3) 
d(Л) = dimcc = П С~::~+ 1), где f3 = ~ L а. 
аЕГ+ аЕГ+ 
(4) 
Замечание 2.35. Вследствие того, что группа Ли G простая, люба.я биинвари­
антна.я метрика v будет проnорционалъна фор.мс Ки.ллинга. взятой со знаком 
.лtинус, тп.е. v(e) = -")'kап, где")' Е R и")'> О. В этом с.лучае в обозначени.я.т тео­
ре.лt'Ьt 2.34 осе числа в фор.лtуле (3) ну:нс110 у.лшо:J1ситъ па l/"'f, а осе остальное 
оставить без t~змененш'!. 
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Из теоремы 2.34 11 следствия 2.27 получаем 
Следствие 2.36. В обозна-ченuях теоре.мы 2.34 кратность собственного зна-че-
1tШ! >. лапласиана Л на ( G, v) равна 
ст(>.)= L П ((Л,а) + i)2 (5) 
Л: Л(Л)=Л <rЕЛ ~ (/3, а) 
?де Л пробе?ает все элементы мно:нсества Л + ( G), отве-чающие собственному 
-числу>.. 
В конце параграфа 2.5 в слсдствин 2.37 на основашш тсорс~f 2.26, 2.34. след­
ствия 2.27 и замечания 2.35 фор:-.tу!Iируется алгоритм поиска спектра лапласиана 
связной компактноn простой односвязной группы Ли G с биtшвариантной рпма­
новой метрпкоА v, предпо:1агая использование таб:шц 1-IX из 131. 
Следствие 2.37. Для въ~-числения спе.,,,-тра лапласиана связной комnаJ.-тноil од­
носвяаной простой группъ~ Ли G с биинвариантноil римановой метрикой v с 
услоаuе.лt v(e) = -1kad нужно: 
1) въ~-чuслuть вь~ражение Ь = ( ёi + /3, ёi + /3)-(/3, /3), предполагая, -что относи­
тельно скалярного проuзведенuя (., ·) (на t(IR)) вектор1>1. е; из соответствующей 
табл11цъ~ а [3] ваа~~то ортогоналъиы и едиии-чны, где ёi - сrпарш11й (.шLксu.ма.лъ­
ный) корень, /3 - полусу.ч.ма поло:нсшпелънъ~х корней, обозна-чаемая 6 [3] -че.рез 
р; 
1 
2) ваять скалярное проuзведе11ие (-, ·) = Ь (., ·); 
3) найти фундаменталънwе веса tv1, ... , tv1 алгебрw Ли g группы Ли G (если 
g и.меет ранг 1) по соответствующей таблице uз 13]; 
1 
4) для каж:дого сm4ршего веса Л = Е Лitvi. где Л; Е Z и Л; ~О, вwчисл.яем 
i=l 
собственное число >.(Л) оператора Лапласа, отвечающее старшему весу Л. по 
формуле (3), деленной на"(; 
5) для .,,;а:>1сдого старшего веса Л вычислt~ть ра.1.м.ер11ость d(Л) неприаоди.лшго 
ко.лtплексного представления с со старши..лt весо.м. Л по формуле ( 4); 
6) на1'iти кратность а(>.) ка:нсдого собственного з1шчения >.. применяя фор­
мулу (5). 
Таки.м образо.лt, получае.лt спектр Spec ( G, v). 
I3 параграфе 2.6 в следствии 2.39 этот а:1горитм обобщается на случай неод­
носвязных групп Ли с по~ющью использования свойств :с:арактер11сти•~еской ре­
шетки - ~1ножсства весов всех нспршюднмых представлений группы J111. Харак­
теристическая решетка подробно рассматривается в ,1обавлеш111 А.Л.Оншцнка в 
13 
[lJ 11 в [5J. Множество старпшх весов л+(G) групnы .111 С с а.пгеброfi Ли g 11 
~шожество~1 коµ ней Г задастся характеристической рС'шеткой Л (С), для которой 
нерно соотношение: 
Ло(Г) ~ Л(G) ~ Л1(Г), (6) 
где Л0 (Г) 11 А 1 (Г) - это характеристические решетки связных коt.шактных 11ро­
стых групп ЛII с алгеброй Ли g обладающей нулевым центром 11 являющейся 
од11освязной соответственно. Множества Л0 (Г) (Лt(Г)) и Л 1 (Г) (Лj'"(Г)) в случае 
1·ру1шы Л11 С соп·оят из нсех .rrинейных коыб11нац11й корнС'й и фунда."1енталь­
ных весон группы .1111 С с це:ючисленным11 (неотр11цательньш11) коэффициента­
~ш соответственно. 1'·1ножество старших весов Лj'"(Г) совпадает с м11ожество~1 всех 
старших весов алгебры Ли А +(g). Соотношение (6) классифицирует все связные 
ко~шактныс нростыс группы Л11 с фиксированноfi а.'lгеброй Ли g, т.е. задает вза­
им1юодноз1~ачное соответспше между всем11 решетками, для которых выполняет­
ся соотношение (6), 11 всемп неизоморфными связными компактными простьшп 
1·руш1ю.ш Ли с алгеброй Ли g (бо.1ее подроб110 см. параграф 1.2 и теорему 1.29 
данноfi работы). Получаем обобщение алгоритма из следствIIя 2.37. 
Следствие 2.39. Дл.я в·ьt"Чш.л·енu.я спектров ,zапласиаиов всех связных компакт­
ных простых групп Ли с простой алгеброй Ли g и биинвариантной римановой 
метрикой v с условием v(e) = -гk.d, где r Е IR и r > О, нужно въ~полнить 
пуш.:ты 1), 2), 3) из следствия 2.37, далее: 
l 
4) для каждого старшего веса Л Е л+(g), т.е. для каждого Л = L:: A1r;;;1, 
j=l 
где Лj Е Z ·и Лj ~ О прu j = 1, ... , l, найти собствепное 'tис.ло Л{Л) операто­
ра Лап.ласа, отвечающее старше.му весу А, по формуле (3), де.ленной на r· и 
размерность d(Л) непршюдим.ого комплексного представления комплексной обо­
ло"Ч·1.:и алгебры. Ли g со старшим весом Л, прuме"Н.Я.R формулу (4); 
5) для. ка:ждой решетки A(G), удовлетворяющей соотношению (6), где Л0 (Г) 
и Л1 (Г) - решетки, порожденные простыми корня.'-tи и фундаментальными ве­
сами, найденнъ~е в п. 1) и п. 3) сооmветствет~о, С - группа Ли с алгеброй Ли g, 
соотоетп.ствующа.я характеристической решетке Л(С), в·ьtuолнить следующие 
три пункта: 
6) найти множество старших весов Л +(G) = Л(G) n Л +(g), задав его "Через 
фунда.л~ентальн·ьtе веса -:::v1 , ... , -:::v1; 
7) для каждого старшего веса Л Е Л +(С) найти из п. 4) собственное "Чис­
ло Л(Л) ·и размерность d(Л + /3) неприводи.~tого комплексного представления, 
отвечающш: весу Л; 
8) найти 11.ратпосrпъ ка:11сдого собсrпоенпого зна·ченu.я Л, прн.меняя фор.мулу 
14 
(5), получив таки.м образо.~t спектр Spec (G(Л), 11) группы Ли С .. отвечающей 
:rаJХLктсристичсской решетке Л( С). 
Таким образо.м, 11олучае.1.t все спектпри Spcc ( G, 11) групп Ли С с алгеброй Ли 
g и биинвариантной мстри11:ой 11. 
В параграфе 2. 7 в теореме 2.40 описывается способ вычпс:rения спектра пря­
мого метр11•1сского произведения двух связных компактных групп Ли, у которых 
спектр уже известен. 
Теорема 2.40. Пусть группа Ли (С х Н, 111 х 112) - прл.л~ос метрическое про­
изведение св.язны.т. ко.лшактных групп Ли (С, 111) и (Н, 112) с биинвариантними 
р11.манов'Ы.лщ метрика.чи 111 1.1 112. Тогда множество собствеин'ЫХ значений ла­
пласиана группы Ли (G х Н, 111 х 112) задаетсл слеmJЮЩUМ образом 
spec {G х Н, 111 х 112) = { Л1 + Л2 1 Л1 Е spec (С, 111), Л2 Е spec (Н, 112) }. (7) 
Кратность собственного значения лапласиана Л Е spec (G х Н, 111 х 112) группы 
Ли С х Н равна 
(8) 
где Л1 и Л2 независимо пробегают все мно.жество собственных значений групп 
Ли С и Н соответстве1то, п1 , ... , пр и m 1, ... , mk - раз.лtерности всех пеэкви­
аалентпь~х пеприводи.мыт комплексных преuстаале11иt~1 отае'Чающих собствен­
ным 'Чttслам Л 1 и Л2 групп Ли С и Н соответственно. 
В качестве иллюстрации алгоритма вычисляется спектр прю.юго тора со стан­
дартной метрикой. 
В третьей главе настоящей д11сссртац1ш производятся вы•шслс1111я спектров 
лапласианов всех связных компактных простых групп Ли ранга один и два с би­
инвар11антным11 мстр11ка~1и ноерсдством алгоритма, разработанного в параграфе 
2.6, а также проводнтся подробный анализ полученных результатов. В парагра­
фах 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 вычисляются спектры лапласианов групп Ли SU(2) 11 80(3), 
SU(З) и SU{З)/C{SU{З)). G 2, Spin{5) и S0{5) соответственно. В параграфе 3.5 
осуществляется ана.'!из результатов вычислений и формулируются новые вопро­
сы, главными нз которых выделяются с.1едующ11с: 
1) Является ,1и данное отрицате,1ьное число Л собственным значением лап:ш­
сиана? 
2) Найти чнсло слагасмьL'С сум:мы из формулы кратности собственного значе­
ю1я лапласиана {прпмер задания спектра группы Ли Spin(5) с~1. выше). 
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В параграфе 3.6 с 1ю~ющью пр1шенен11я результатов теор1111 Gшшрных квадра­
тичных форм с целыми коэффициентами и теории чисел, сформулированных о 
параграфе 1.3 (практически все сведения даются по книге Эдмунда Ландау /17]), 
нсrю:1ьзуя разложс1111с чнс;rа на простые ~шожителн, удается част11ч110 ответить 
на эти оопросы ,1ля рассмотренных групп. В качестве ответа на первый оопрос 
нриво;щтся а.:1rор11тм, позволяющий определить, является ли дашюс •шсло соб­
ственным значением ла11лас11ана. На второй вопрос по:1ностью удается ответить 
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